ordnet sind:

yir aumerieren disse Glaswiirfel won | bis 2224 A @
wollen wir une vorstellen, 128 wir mit Hilfe eimer Lichigw
aines Zollizators und ainer Photozelle die Absc
zweier @laswirfel nintersinandsr wsszen kinnen. Daz

die folgenden Geraden cad aumeriersn sie von 1 Ddis 5

‘ 1
L_rf >

‘// Detektor
- 2

4 5

B3 el die zu bestismends Absorpiiom ¢ty Licht in der Zelle

i =4,2,3,4, und es séi Pu die gemessens Gesamiabsorption entlang
des Strahles k=1 '2’3"4'5,60

dir fragen uns nach der Losbarkeit des Problems, ob wir durch

Messungen und anschlieBende Rechuung die Dichtefunktion des Sysiezs,
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d.h. (xi:1=i.2.3.4) beatiamen kinren. Die Werte L und p, hingen

durch ein lineares 8lejchungssystem susamamen:

s <

x‘ +12 = p'
I3txy = Py
X' [ 13 = p3 §
12 +x4 = p4 ;

V211 +V2!4 = Pg
V212+V2!3 e p6

Dieses Gleichungssystem kann man in Matrixform QX=P schreiben,
wobel Neine 6x4, X eine 4x1 und P eine ix6 Matrix ist:

11007 , o,
1 *
001 1 [ x, P,
1010 x
N = ° X = 2 und P = p’
0RO | Ps |

Die Matrix 0 3tellt dann elne lineare Abbildung:ja‘—4 im0 gl&ﬁ,

#obel der Bildrauva der Matrix ), i» O, 2in 4-dizensicnaler linearer
6 .

Unterraum von R ist, wenn der Rang die Matrix O vler ist. Das

Gleichungssystea NX = P hat zanau zine Lisung, wera P £ im O isi,

4.1, wenn P 2in adglicher XYeBvektor ist.

Zupiichst sehen wir, 428 28 nicht miglich i3%, das Prodlem 2n
1dasen, wenn man 4 beliebige Strahlen aus den 5 =m¥glichen herauvs-~
zreift. 3o %ann man sus Messungen entlang der Jtrahlen %=1,2.3,4
nicht 4le Dichtefunktion 5 vestimmen. Diess zelgt ein fegen-

baispiel: Die Dichtefunktionen (xg, Xye Xg» x‘) und (xiiﬁ,xz-!,

xjmi, x*él) liefern dassalbe MeBergebnis (p‘.1&’2.1:3.;{3“)..s By ist

aber adglich, 423 Problem zu lisen, wenn nan die vier Strahlen

%=1,2,4,6 wihlt, Cann kann man die Dichtefunktion eindeutig
S
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bestimmen, weil die entsprechende Untermatrix von ) den Rang 4

hat:
11 + x2 = p1

x2 *X4=p4

]

13 + 14
12 +x3 = p6/\}2 .

2. Die Aufldsung des Gleichungssystems ait Methcden der linearen
Algebra bietet keine Schwierigkeiten, da in unserem Modell die
Anzahl der Zellen mii vier sehr klein ist. Wenn aber, wie dies

in der Computer-Tomographie der Fall igt, die Anzahl der Zellen
10.000 oder sogar 100.000 ist, dann kommi fir die numerische
Aufldsung des Gleichungssysiems aur ein iterationsverfahren in
Prage. Im folgenden soll ein solches beaprochen werdsn. Hfan uat

es algo mit einem linearen Gleichungssysiem HX = P zu tun,

wobei N eire @ ¥ n, X eine n x1 und P elne @ Xx 1 Matriz iss.

#g soll m > n sein. In der Gomputer-Towographie ist 2 = 1002=é00009
2

bis n = 300° = ©0.0C0. Die Matrlx Q) habe den Rang a. Dann hat

[
<
i
[aw)
°c%

pan eine Ldzung, wena P £ im O ist. thyaikalisch be-
dentet dies, JdaB P sin adglicnes Brgebnis 2iper Hessung iat. Die

e \, LE 3

¥atrix 0 ist positiv, d.h. dlis datrizelemente von O aizd

i rd nichi-~
vegativ. In jeder Zeile von {1 giad nur sshr wenige Fsirizelemente
yon ¥uil verschieden, oiwa Yn von n; ia dem aciangs segehriebenan

Modell sind es 2 won 4.

¥ir werden jetzt einen Iterations~Algorithnus zur ndherurgs—
weisen Lésung sines solchen Glelchung3sy ratomg anband sines 2in-
fachen Beispiels beschreiben. Is gaten m = % und n = 2. Yir schrei-

ben I in der Form
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wobel 01, i=1,2,3, die Zellen von Q bedeutea. Dann kann man die »
Matrizgleichung in der Porm dreier Glsichuangem schreiben: ;

(0,,X)=0p,

( 0,5, ) = p,

( 0y,X >=ps
wobel ( , ) das innere Produkt sweler Vekioren bedeutet. Oeo- §
metrisch stellt dieses Gleichungssystem dreli Gerade ln der Zbsne |
lar, die sich in 2inem Punk$, nimlich dem Lisungsvaktor X,
schneiden. |
Man deginnt beim Iterations-Algorithmus =it cinea belisbigen '
Punkt X° ¢ B% und bestimmt seine Projekticm X' auf die 1.Gerade
(ﬂ‘. X) = p' :

' = 2° + (x'-x°), wovetr x'-X° = an, ist.
@ P' = <0‘o\x‘) = (“'pxo) *+a (nion')o
p “(n ‘,xo)

1 )
» X =X+ Q
iﬂ,,ﬂis i

Mit Hilfe dieser PFormel, die man lsicht prograssieren kann, hat

. -

zan die Projektion des Punktes X° auf die Gerade (2,,X) = p,
berschnet. YWir projiziersn dana K’ auf dis 2.8erade und arhalten
den Punkt K2, dama’xz aaf diae J.Carade und erhalien dem Punkd 13,

dann KB auf die {.0erads und asrhalten den Punkt 34, NaBaWo
(a,,x') = p, (,,3% ¢ 3 9,,5) 4 3,
wyxy 49, = 0,,x% =p, -» (0,x°) kp, - |

1 3y | >
(03r1 ) *‘ ?3 (03:1 ) ¥ P} (‘13.3( )= P}

== (02,14) £ 92 - HeB.Wo

(03,14) F Py
“Yan Yann sich Uderlegen, da8 dicses Verfahrem Lonvergisrt, und zwar
zm Schnittpunkt der drel Ceraden. Mam Xxann sich auch Uberlagen,

s B R o A e B G R I S BP9 BRI Db b N R S e S ]
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daB die Konvergensz gut ist, wenn die Geraden mbglichat'senkrecht
aufeinander stehen. Dies ist in der Computer-Tomographie tat-
sichlich der Pall, weil jede Zeile von Q aur sehf wenige von
Null verschiedene HMatrixelemente hat, und man daraus erwarten

darf, daB8 dies der Fall ist.

in der Computer-Tomographie wird dieses Verfahren tatsichlich ver-
wendet, um aus den MeBwerten die Dichtefunktion zu berechnen.

Man nennt dieses Verfahren "multiplikative algebraische Re-
konstruktions-Technik”, abgekiirzt MART. In der Numerischen Mathe-
matik ist es als Methode von KACMARZ bekannt. Man kann dieses Ver-
fahren auf alle Fédlle auf eine Matrixgleichung der Form (X = P
anwenden, gleichguiltig, ob m 2= n ist oder nicht, ob P € im Q ist
oder nicht, d.h. in Fdllen, wO es eventuell keine Lisung gibt,
oder sie nicht eindeutig ist. Stellen #ir uns vor, da8 die drei
Geraden sich nicht in einem Punkt schneiden, sondern ein kXleines
Dreieck bilden. Dann hat die Gleichung 0X = P keine LOsung. Wenn
man MART anwendet, erhilt man eine Folge (Xi):;‘, die zwar nicht
xonvergiert, aber von einem bestimmten Index an im Dreieck bleiben
wird. So ein Fall wird eintreten, wenn die Messung P nicht aus

im (0 ist, sondern wegen der MeB8fehler nur mehr mehr oder Wweniger

in der Ndhe von im Q liegt.

3. In der Computer-Tomographie wird die Dichtefunktion eines zbenen
Jchnittes durch den Korper des Patienten nach Messungen und Rech-
nungen auf einem Bildschirm dargestelit (roucs - griechisch -3chnitt).

Die Korperachse des Patienten ist horizontal. In einer Normal-

ebene dazu befindet sich die sogenannte Rontgeneinheit, die, von

auBen besehen, die Form eines Torus hat.

gk s ; e s
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Rontgenquelle

\'
N

Rontgendetektor

Das miteinander starr verbundene System von Rbatgenrbhre und
Rontgendetektor kann durch Translation auf Schienen und durch
Rotation des ganzen Kreisringes bewegt werden. Auf diese Weise
Yann man den Rontgenstrahl entlang aller a¥iglichen Geraden des

®? richten. Den ebenen Schnitt Hbersieht man mit einem Netz von
etua n = 100¢100 = 10.000 Maschenpunkten, die man in der Computer-
Tomographie ®pixels”, d.h. picture clements, aemnt. Der R¥ntgen-
stranl wird im Modell durch einen schmalen Streifen imZR?. und
nicht durch eine Gerade srsetszt.

RUntgenquelle

41213

ol

Rontgendetektyr
Die Matrix 0 besteht aus den Jewichtafanktiomen fir die Jtrahlen k
in den Zellen {.

Man hat algebraische Rekonstrugtions-Techniken dis etwa zum
Jahre 1970 in der Computer-Tomographie verwendet. Seither ver-
wendet man ausschlieBlich die inverse Badond!ransformatiénstormel.

Johann Radon war Professor im Institut fir Mathematik, Universitidt
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Wien, von 1947 bis zu seinem Tode im Jahre 1956. Jas Jetst als
Radon-Transformation bezeichnet wird, wurde von ihm in einer
Arbeit aus dem Jahre 1917 beshandelt und atwa 1960 flir die Computer-
Tomographie wiederentdeckt. Algebraische Rekonsirukiions-Tech-
niken haben den Nachieil, daB8 man 2rst nach ibachlu3 aller
Messungen, d.h. nach voller Informaticn iber dle Hatrix P, =it
der Rechnung beginnen kann. Beil 3er Radon-Transformations~Technik
kann man Teilrechnungen schon wihrend der Messung durchfihren,
und damit die Zeit, die zwischen der letzten Msasung eantlang

des Rbntgenstrahles X = m und dem Aufscheinen der Dichtefunktion
nach der Rechnung auf dem Bildschirm vergeht, verkilrzen. Zum
AbachluB‘sei aber darauf hingewlzsen, 428 MART bel Computer-
Tomographlie, angewendet auf die Materialpriifung zur Pestatellung
von Ldchern in GuSstlicken, nicht durch die Radon-Tranaforsations-
Technik zu ersetzen ist, weil man die Radon-Tranaformations-
Technik gut nur bei glatter Dichtefunktiom anvenden kann, was

bei Gewebeschnitten durchaus zutrifft.
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